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About the Physical Interpretation of the Hill-Condition

In this paper it is shown, that the Hill-Condition can be identified with the elastic strain energy
of distortion for incompressible materials. The Mises-Potential for anisotropic materials can be

identified with the elastic strain energy.

Einleitung

Beim Aufstellen einer Anstrengungshypothese
bzw. eines FlieBkriteriums kann man von einer fiir
die Werkstoffanstrengung bzw. fiir das plastische
Flieflen als maBgeblich angesehenen mechanischen
Kenngroe ausgehen, so dal von vornherein die
physikalische Deutung gegeben ist. Beispielsweise
weisen die Begriffe Normalspannungshypothese,
Schubspannungshypothese oder Gestaltinderungs-
energiehypothese darauf hin, dal als maBgebliche
mechanische (physikalische) Kenngrofle (fiir die
Werkstoffanstrengung) die grote Normalspannung,
die groBte Schubspannung oder die elastische Ge-
staltinderungsenergiedichte zugrunde gelegt wird. Im
Gegensatz dazu lassen sich durch rein mathematische
Uberlegungen Anstrengungsbedingungen formal oder
vom experimentellen Befund ausgehend aufstellen.
Jedoch wird man auch dann nach Maglichkeiten
einer physikalischen Deutung des Ansatzes suchen.

Méogliche Deutungen von Fliefbedingungen wer-
den beispielsweise in 173 vorgeschlagen.

Im vorliegenden Aufsatz wird gezeigt, dal} eine
physikalische Deutung der Hill-Bedingung # moglich
ist, wenn man von der elastischen Gestaltanderungs-
energiedichte ausgeht und das Stoffgesetz des linear-
elastischen anisotropen Kérpers benutzt.

Elastische Gestaltanderungsenergiedichte

Zur Formulierung der elastischen Gestaltande-
rungsenergiedichte

A’ = [ o;d%; (1)

(o;,- Spannungsdeviator, ¢;; Deviator der elasti-

schen Verzerrungen ®¢;;) driickt man zunidchst das
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anisotrope Stoffgesetz
0ij=Eijii et (2)

(E;ji; Elastizitatstensor 4. Stufe) durch deviatorische
Groflen aus:

oij = Etijym e+ % Eipyan 2u - (3)
Darin ist definiert:
Eunm = Eijii— 5 Erra 0 . * (4)
Entsprechend erhélt man aus der Inversion
&= EG o = Aijra 0w (5)
die Deviatorschreibweise
(6)
(7)

Der isotrope Sonderfall ist gekennzeichnet durch die
isotropen Tensoren

Eijjg=140;01, +p (005 +04905) , (8a)
Aijry =1 8;;04 + @005 +030;) ,  (8D)

aus denen iiber die Rechenvorschriften (4) und (7)
die Beziehungen

Efijyi = (03 00+ 0u i — 3 64 011)

’ 7 ’ 1 ’
e = Agjy ki om + 3 Agijyex on

. 4 — 1
mit A = Aiji— % A 035 -

(9a)

und

Ay = *ﬁ Eipym (9b)

folgen. In Gl. (8a) sind 4 und u die Lameschen
Konstanten. Da fiir die weitere Rechnung 2 und 4
ohne Bedeutung sind, sei nur der Zusammenhang
zwischen u und i angegeben:
a=1/4u=1/46G

(G Gleitmodul).

(10)

* Diese Schreibweise erinnert an den in Z, j antisymmetri-
schen Teil E[ijlxi, der iiber die Alternierungsvorschrift
E(ijikl 5= % (Eijii—Ejix1) gegeben ist (Analogie).
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Mit den Beziehungen (9a, b) und (10) erhilt man
aus (3) oder auch aus (6) das Hookesche Gesetz
in der Form

(7;)'=2Geé’,‘j. (11)

Die elastische Gestaltinderungsenergiedichte (1)
1aBt sich unter Beriicksichtigung der Gln. (6) und
(7) in der Form

A’ = :% Aijra Gzl'j 0;:1 +3 f Aijrr 01,'1' doy (12)

schreiben, die sich fiir den isotropen Sonderfall
wegen (8b) und (10) vereinfacht zu:
CA, = 0'7;]' 01/1/4' G = ]2,/2 G
(/5" quadratische Deviatorinvariante).
Ein weiterer wichtiger Sonderfall ist die orthogonale
Anisotropie (Orthotropie), die durch neun vonein-

ander unabhingige und von Null verschiedene Aniso-
tropieparameter

Ay111F Asoss # Agszs + A1a12 # Aogag + A3131 # 0,
(14 a)
(14.b)

(13)

Ay199 # Ay133F Azozz # 0,

im Stoffgesetz (5) gekennzeichnet ist. Damit lautet
der Integrand in (12) :

7 ’ ’ ’
Aiji 05 = Ay1xr 011 + Aoopr 022+ Asgpr 033, (15)
der nur verschwindet, wenn

Ainr = Asopie = Asgpr =0 (16)

gilt. Diese Bedingungen sind jedoch nur bei Inkom-
pressibilitit erfillt und fithren in Verbindung mit
der Symmetrieeigenschaft A;j; = Ay auf die aus
der Plastomechanik inkompressibler orthotroper
Stoffe bekannten Beziehungen fiir die Parameter
(14b) :

Ayyze = — 3 (Ayaa1 + Aozoo — Ass33)

Ayss3= — 3 (Ag111 — Azzza + Assz)

Asogy = — 3(— Ayyyy + Asoza + Aygss) »

(17)

so da} dann nur sechs statt neun Anisotropiepara-
meter voneinander unabhéngig wiren.

Schliefilich sei noch der Sonderfall der transver-
salen Isotropie (hexagonale Anisotropie) erwéhnt
mit
Ay111 =439 » Aagy=Aszy s Asgoz= Az,

) (18)
Ago1o =3 (41111 — Apr2) » }

d.h. gegeniiber (14a, b) mit finf voneinander
unabhingigen Koeffizienten. Der Integrand (15)
vereinfacht sich damit aufgrund der Symmetrie
Ajjry = Aggi; und der Deviatoreigenschaft oy = 0 zu
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A 05 = (Agans — Agzon + Ap13s — Ayye0) 033 (19)
und verschwindet wieder, wenn (17) gelten wiirde.
Allgemein kann der Integrand in Gl. (12) auch fol-

gendermallen umgeformt werden:

Man differenziert Gl. (5) :
aeE,'j aO;,-]

—= ikl
0y, Q0,4

und erhélt nach Umindizierung

=A = Aijl.'l 61:1) 6!q = Aiqu (20 a)

Aijl.'l= aes,-]-/aul‘.; 3 (20 b)
Durch Verjiingung (I = k) wird weiterhin
Aijir = O%;;[Qopr = —§ 0%;;[Op **,  (21)

wenn man mit p = — 3 oy, den hydrostatischen Druck
bezeichnet. Mithin kann die elastische Gestaltinde-
rungsenergiedichte (12) auch durch
Oce

A =3 Ay oijon—14 S p Jrdon (22)
ausgedriickt werden. Darin verschwindet der Inte-
gralterm entweder fiir einen inkompressiblen ela-
stischen Korper, dessen Verzerrungszustand von
einem hydrostatischen Druck nicht beeinflufit wird
(C%;;/Op=0) oder fiir den isotropen Korper, bei
dem O°;;/Op ein Kugeltensor ist und mithin pro-
portional 0;; gesetzt werden kann, so daf} der Inte-
grand wegen 0;; 0;; =0 verschwindet. SchlieBlich 1aBt
sich die Inkompressibilitit (16) auch folgender-
maflen nachweisen: Man ersetzt in Gl. (6) den
Deviator 02.1 durch Tensor und Kugeltensor, so daf}
sich (6) zu

(23)

, .
®eii = Atijy ki O

8

vereinfacht. Im Sonderfall der elastischen Inkom-
pressibilitat (%;z;=0) stimmt der Tensor °¢; mit
seinem Deviator esl'-,- iiberein, so daf} aus (5) und
(23) durch Vergleich die Ubereinstimmung

A,(z'j}l.'l - Aija (24)
folgt, was wegen (7) nur fir
A=Ay =0 baw. A;j=0 (25)

gilt. Mit der Inkompressibilitat (24) bzw. (25)
ist neben der allgemeinen Symmetriebedingung

-

A/{;j] = Ay » die aus der Definition (7) wegen
Ajji = Apyij folgt, noch die Symmetriebedingung
(26)

’ 1

Agijy = 4ij ey

** Aufgrund der Symmetrie Azkij=Aijxr erhdlt man aus
(20b) durch Verjingung (i=j) und anschlieBender
Umindizierung auch: Aijxk=0¢exx/d0ij mit eerp als
Volumendehnung.
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verbunden, so dal auch durch diese Forderung die
Inkompressibilitat ausgedriickt werden kann.

Vergleich mit der HILL-Bedingung

Fiir elastisch inkompressible Stoffe vereinfacht sich
die elastische Gestaltinderungsenergiedichte (12)
bzw. (22), wie ausfiihrlich dargelegt, zu:

(27)

eq’ _ 1 L it
A" =3 A1 040

Zur Beschreibung des plastischen Flielens anisotro-
per inkompressibler Stoffe, die sich gegeniiber Zug-
und Druckbeanspruchung symmetrisch verhalten,
wird man zweckmafigerweise von einem quadrati-
schen plastischen Potential

(28)

f=34ijm 0ijon*
ausgehen, das formal identisch ** mit der elastischen
Gestaltanderungsenergiedichte (27). Darin liegt die

physikalische Bedeutung des Ansatzes (28) !
Mit dem Potential (28) ist die FlieBbedingung

J=o%/3 (29)

(0% beliebiger Bezugswert, z. B. die ZugflieBgrenze
in I-Hauptrichtung: 6§ =op) verkniipft, die im iso-
tropen Fall [Gl. (8 b) mit beliebigem 7 und ji=1/2]
wegen f—J,” und oF— op der Mises-Bedingung
entspricht.

Dariiber hinaus enthélt (28) als orthotropen Son-
derfall (14.a, b) die sogenannte Hill-Bedingung ¢:

F (095 —033)2+G (035 —041)% +H (041 — 055)2 (30a)
+2Lo%+2Mo%+2Nokh=1

bzw.

F (022~ 033)2 + G (033 — 011) % + H (011 — 022) % (30 b)
+2LoZ+2Mag+2No=1.

*U?er die FlieBregel erhilt man die Stofigln. dpe;; =
Atijyki0’kidx, die im isotropen Fall [GIn. (8a, b),
(9a, b) mit beliebigen 4, 1 und pu=pg=12] in die
Levy-Mises-Gln. iibergehen.

** Der Unterschied liegt in den Anisotropieparametern
Aijxl, die in (27) und (28) gleich bezeichnet sind, um
die formale Identitdt noch deutlicher zu zeigen.
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Durch Koeffizientenvergleich erhélt man aus den
Gln. (28), (29) und (30b) einen Zusammenhang
zwischen den Koordinaten des Plastizititstensors
Aijr; in Gl. (28) und den Hill-Koeffizienten in Gl.
(30b) gemal:

A1 =3(G+H)oF,

Agsss = (F +G) 0¥,

2 %2
A0 = —3H oy,

Asze=3(H+F) of,

(31 a)
Ayygs= —3G oF°,
Asszs= —3F of*, (31b)
Asges=3Lo%:, (3lc)
Agygy = 3M oF*.

Aus den Beziehungen (31 a, b) lies man unmittelbar
den Zusammenhang (17) ab, der bei Inkompressi-
bilitat (16) besteht.

Dariiber hinaus kann die elastische Formande-
rungsenergiedichte

eW=f0[j deé‘l‘j (32 a)

bzw. mit Gl. (5)

W =3 Aijki 0ij O (32b)

formal mit dem quadratischen plastischen Potential
von Mises® identifiziert * werden, das zur analyti-
schen Beschreibung kompressibler anisotroper Stoffe
herangezogen werden kann und im orthotropen Fall
wie (28) auf die Hill-Bedingung fithrt, wenn man
zusitzlich noch Volumenkonstanz ** fordert.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daf}
die Hill-Bedingung oder noch allgemeiner das
plastische Potential (28) bzw. das Misessche ®
Potential formal identifiziert werden kann mit der
elasitschen Gestaltinderungsenergiedichte (27) fir
inkompressible Stoffe bzw. mit der elastischen Form-
anderungsenergiedichte.

* Mises benutzt Koordinatenschreibweise.
** Dagegen ist mit Ansatz (28) die Volumenkonstanz a
priori erfiillt!
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